Devoir pour préparer sa réussite en PCSI .

A rendre le jour de la rentrée.

PCSI, Lycée Dupuy de Lome

1l s’agit d’exercices qui sont entiérement au programme de mathématiques de terminale
(voire de premiére). Il est en effet inutile de commencer le programme de classes préparatoires
avant la rentrée. Par contre, il est indispensable de consolider les acquis du lycée. Ces exer-
cices permettent principalement de s’entrainer aux techniques calculatoires. Il est en effet
indispensable d’avoir des bases solides en calcul afin d’étre préparé a aborder les notions du
programme de classes préparatoires. Afin de mieux s’entrainer, il ne faut pas utiliser la cal-
culatrice pour résoudre les exercices sauf exception précisée . Il est bon de commencer dés a
présent a faire des fiches de cours / méthodes sur les différents thémes & réviser
et les connaitre ! On ne s’y prend pas au dernier moment , plusieurs jours de travail vont
étre nécessaire pour arriver confiant en CPGE. Une copie par exercice a présenter le jour de
la rentrée et les questions BONUS sont libres de recherche ;) .

Exercices 1 et 2 : Révision & mener sur la gestion des inconnues, la résolution
d’équations et inéquations .

Exercice 1 : Equation - Inéquation.

Exercice d’entrainement. Résoudre I'inéquation d’inconnue xz € R,

3z+1
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Exercice de recherche. 1. Soient a,b,c,d € R tels que a # 0 et b # 0.
On considere I’équation d’inconnue =z € R :

(a—z)(d—2)—bc=0

(a) Donner une condition sur a, b, ¢, d pour que cette équation admette deux racines
réelles distinctes .

(b) On considere 1’équation d’inconnue z € R :
2-z)1—2)—6=0

Montrer que cette équation admet deux racines distinctes et déterminer ses
racines que ’on notera 71 et ro avec ry > rs.

On pose :
1'0:2,y0:1

pour tout n € N, z,,41 = 22, — 3Yn , Ynt1 = —2Tn + Yn
pour tout n € N, X,,11 =2y — Yn, Ynt+1 = 22, + 3yn

(¢) Montrer par récurrence que pour tout n € N,
Xp=17etY,="7ry

(d) En déduire pour tout n € N, les valeurs de z,, et y,, en fonction de n.



Exercice 2 : Equations.

On considere ’équation (E7) d’inconnue z € R :
¥ — 822 +17x —10=0  (Ey)

1. Montrer que 1 est solution de (E7).
2. Montrer qu’il existe trois réels a, b, c € R tels que, pour tout x € R,

23 — 82 + 172 — 10 = (x — 1)(az? + bz +¢)

et déterminer leur valeur.
3. Résoudre (E1).

4. Soit r une racine de (F7). On pose : f: R — R : z — exp(rz).
Montrer que, pour tout x € R, f"'(z) — 8f"(x) + 17f'(x) — 10f(xz) =0

Exercice 3 : Révision & mener sur les puissances (zy)™ = ..., 2Pz™ = ... ... Entrainez-
vous en reprenant des exercices de secondes.

Exercice 3 : Puissance.

On définit la suite : )
ug = 3
2
pour tout n € N, u, 1 = #—Hu"
1. Montrer que, pour tout n € N, 0 < uyyq < 5.

2. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, 0 < u,, < 2%

3. En déduire la limite de la suite (ty)p.

Exercice 4 : Révision a mener sur les manipulations algébriques dans les
inégalités, étude des signes, opérations autorisées dans les inégalités, la valeur
absolue, factorisation canonique des polynémes de degré 2 .

Exercice 4 : Equations/lnéquations.

Soit u la fonction définie sur R par u(z) = 2% + z + 1.
1. Déterminer lim, o u(z) et limg,—, o u(z).

2. On rappelle que si a € R* et b,c € R, alors pour tout réel x, on a :

(b? — 4ac)
4a?

)

b
2 b — N2
ax® +br+c=a((x+ Za)

Cette écriture appelée forme canonique. En utilisant la forme canonique, montrer que
pour tout réel z, u(z) > 3.

3. On rappelle que sia € R, vVa? = |a].
Montrer que pour tout réel z, /u(z) > |z + 3|.



Exercice 5 : Révision a mener sur les suites, monotonie, définition de la limite
d’une suite, suite arithmétique, suite géométrique, méthode de la récurrence
(rédaction soignée) . Révision a mener sur le calcul d’intégrale, notion de primi-
tives, primitives usuelles, propriétés de ’intégrale.

Exercice 5 : Suites et récurrences.

1. On pose vg = 1 et pour tout n € N, v,41 = (n+ 1)v,.
(a) Montrer par récurrence que pour tout n > 0, v, > 0.
(b) Montrer que la suite (v, ), est croissante.
) Montrer que pour tout n > 0, v, > n.
(d) En déduire la limite de la suite (vy, ).
) Montrer que pour tout n € N*, v, =1Xx2x3--- X n.

Pour tout n € N, v, est appelé le factoriel de n, et on note , pour tout n € N,
nl=1x2x3---xn

(f) Déterminer sans calculatrice 3!, 4! et 5!.

2. On pose pour tout n € N, f, :R—>R:z+— ””n;,ﬂ (avec la convention 0° = 1) et
1
Up = [y fn(z)dz.
) Soit n € N*, exprimer f;l en fonction de f, et fr_1.
) Soit n € N*, calculer fol fl(z)dx.
) Calculer wg.
) Montrer que pour tout n € N*, w, = up_1 — j
(e) Montrer que la suite (uy), est décroissante .
(f) Montrer que pour tout entier n € N, u,, > 0.
) En déduire que la suite (uy,), converge.
) Montrer que pour tout n € N, u,, < %
)

En déduire la limite de la suite (up,)s,.

Exercices 6 et 7 : Révision & mener sur les fonctions, ensemble de définition,
ensemble de continuité, ensemble de dérivation, calcul de dérivées, calcul de
limites, théoréme des valeurs intermédiaires. Révision & mener sur les fonctions
exponentielles et logarithmes, graphes, limites, simplification de composées.

Exercice 6 : Fonctions

Soit f la fonction définie sur R par :

3
f(z) = P
1. Justifier que la fonction f est dérivable sur R.
2. Déterminer la dérivée de la fonction f .
3. En déduire la monotonie de la fonction f.
4. Déterminer
Jim f@)-3 et lm f()-3

Que pouvez vous conclure sur la droite A d’équation y =37

5. Montrer que I'équation f(x) = 2,999 admet une unique solution « sur R. Déterminer
une approximation de o & 1072 pres & I'aide de la calculatrice.

Soit h la fonction définie sur R par h(z) =3 — f(z).
On désigne par H la fonction définie sur R par

H(r) = —5 (1l 4 ¢7)



6. Montrer que H est une primitive de h sur R.

7. Calculer foln@) h(z) dz. On donnera une expression simplifiée.

Exercice 7 : Fonctions a parametre. BONUS

Nul besoin de connaissances extraordinaires, p désigne un nombre réel quelconque fixé.

Soit p €]0; 1[, on note f, la fonction définie par :  — xIn($) + (1 — ) 1n(%).
1. Déterminer I’ensemble de définition D de f,.

. Montrer que f, est dérivable sur D et calculer f;(x) pour tout z € D.

2

3. Montrer que f, est dérivable sur D et que : (f,)(z) = f,"(z) = I(%_z)
4. Résoudre I’équation d’inconnue f;(z) = 0 d’inconnue z € D.

5)

. En déduire les variations de f, sur D puis montrer que f, est positive ou nulle sur D.
Les limites aux bornes ne sont pas demandées dans un premier temps.

&

Déterminer une équation de la tangente a la fonction logarithme en 1.

7. Montrer, en étudiant la fonction 2 — In(z) — z, que pour tout x > 0,
In(z) < (x—1)
Interprétation graphique ?
Exercice 8 et 9 : Révision a mener sur les probabilités et sur les variables

aléatoires (vue en premiére aussi ). Bien maitriser la loi binomiale :) et refaire
des exercices sur le sujet .

Exercice 8 : Probabilités

Parmi les 1 200 personnes qui ont répondu au sondage, 47 % affirment vouloir voter pour
le candidat A et les autres pour le candidat B. Compte-tenu du profil des candidats, I'institut
de sondage estime que 10 % des personnes déclarant vouloir voter pour le candidat A ne disent
pas la vérité et votent en réalité pour le candidat B, tandis que 20 % des personnes déclarant
vouloir voter pour le candidat B ne disent pas la vérité et votent en réalité pour le candidat
A.

On choisit au hasard une personne ayant répondu au sondage et on note :

— A I’événement ” La personne interrogée affirme vouloir voter pour le candidat A 7 ;

— B I’évenement ” La personne interrogée affirme vouloir voter pour le candidat B 7 ;

— V l’évenement ” La personne interrogée dit la vérité ”.

1. Déterminer un arbre de probabilité traduisant la situation.
2. Calculer la probabilité que la personne interrogée dise la vérité.
3. Sachant que la personne interrogée dit la vérité , calculer la probabilité qu’elle affirme

vouloir voter pour le candidat A.

Exercice 9 : Loi de Probabilités

Dans chacune des situations suivantes, déterminer la loi de X (tableau) .

a) On forme un mot de 5 lettres au hasard avec des lettres toutes distinctes . On note X
le nombre de voyelles du mot obtenu.

b) On range 20 objets dans 3 tiroirs. On note X le nombre d’objets dans le premier tiroir

¢) On sort au hasard un animal d’un enclos ou il y a 15 lamas, 15 dromadaires, 15
chameaux. On note X le nombre de bosses qu’il possede.

d) On forme un jury de 6 personnes dans un groupe composé de 5 hommes et 4 femmes.
X désigne le nombre de femmes.



